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Résuḿe :
On pŕesente et utilise une géńeralisation des ḿethodes d’analyse modale prenant en compte de manière appropríee
deséléments viscóelastiques localiśes, dont les propriét́es varient en fŕequence et température. Ces ḿethodes modales
étendues sont issues d’itérations sur ŕesidus consid́erant les efforts viscóelastiques comme perturbation non-linéaire
d’un mod̀ele élastique approch́e. Des comparaisons sont réaliśees avec des solutions de r´ f́erence sur plusieurs cas de
calcul. On montre notamment l’intérêt de ces approches sur une structure moteurà géoḿetrie complexe int́egrant des
viscóelastiques localiśes, avec des implémentations MATLAB/SDT et NASTRAN/DMAP.
Abstract :
The general topic of this paper is non standard damping which has to be taken into account when modeling complex,
industrial and ”smart” or viscoelastically damped structures. We detail a numerical method using elastic normal modes
completed with Krylov-type iteration vectors on residual viscoelastic efforts, which are considered as non linear perturba-
tions from a nominal elastic model. Applications are presented on the case of a Diesel engine crankshaft including local
dampers. Time and precision efficiencies are demonstrated through comparisons with direct linear resolutions, using two
implementations in MATLAB/SDT and NASTRAN/DMAP codes.
Mots clefs : amortissement, viscóelastique, non-standard, iterations sur ŕesidu, moteur, vilebrequin
1 Contexte et motivations : structures complexes, amortissements ciblés
Le recours au calcul nuḿerique paŕeléments finis lors du d́eveloppement des automobiles de grande série n’est
plus un fait ŕecent. Aujourd’hui, ces simulations interviennent lors des phases de validation de la conception
des structures comme le groupe moto-propulseur (GMP), de manièreà remplaceŕeconomiquement des essais
sur prototypes. La ǵeoḿetrie complexe de pièces comme un carter-cylindres peutˆ tre approch́ee avec un effort
raisonnable par des triangulations au besoin très fines, ǵeńerant des mod̀elesà tr̀es grand nombre de degrés de
liberté. Les capacités croissantes des machines et l’amélioration des solveurs aux valeurs propres usuels (typi-
quement ceux adoptant des stratégies de sous-structuration numérique multi-niveaux [1]) rendent actuellement
possible l’extraction d’un tr̀es grand nombre de modes propres de vibrations de ces structures complexes, sup-
pośeesélastiques. Cette extension en fréquence des approches modales appelle aussi des repr´ entations plus
réalistes du comportement des matériaux. L’amortissement des vibrations, notamment, doitêtre pris en compte
par des mod̀eles plus ŕealistes (car plus physiques) que ceux sous-tendus par les hypothèses standard d’amortis-
sement modal (plutôt guid́ees par des commodités nuḿeriques). Ceci est une première motivation pour mettre
en œuvre des ḿethodes nuḿeriques autorisant la modélisation de comportements de type viscoélastique pour
certains mat́eriaux composant les structures, tout en tirant parti des performances actuelles des solveurs aux
valeurs propres standards.
Une deuxìeme motivation importante est que l’amortissement en tant que tel est de plus en plus un levier de
conception et s’ajoute aux paramètres fonctionnels̀a sṕecifier età mâıtriser : on cherchèa amortir les structures
moteur par diff́erents moyens spécifiques, pour lesquels disposer de modèles pertinents aux différenteśetapes
de la conception est indispensable.
Dans la partie 2 on présente une ḿethode de calcul adaptéeà la probĺematique qui vient d’̂etre d́ecrite. Cette
méthode utilise des projections sur des bases modales standardétendues par des termes issus d’itéra ions sur
résidus. La partie 3 présente diff́erentes applications de ces outils de simulation sur le concept d’un vilebrequin
de moteur Diesel̀a contrepoids amortis.
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2 Méthodes nuḿeriques modales utilisant des it́erations sur résidus
Dans cette partie nous décrivons une ḿethode permettant de calculer de manière performante les vibrations de
structures viscóelastiques ayant un amortissement ”non standard”.
2.1 Modélisations physiques et systèmeà résoudre
La structurèaétudier est représent́ee par un mod̀ele enéléments finis comprenantN  1 degŕes de libert́e. Les
lois de comportement des matériaux la composant sont de type viscoélastique. On se place dans le domaine
des fŕequences et on utilise l’approche classique dite du module complexe [2], qui conduità es modules
d’élasticit́e de la forme :
E∗i (ω, T ) = Ei(ω, T )(1 + iηi(ω, T )) (1)
Les lois de variation en fonction de la fréquence sont en pratique des données tabuĺees, provenant le plus
souvent de mesures, ou de modèles rh́eologiques. On aboutit̀a une matrice de raideur dynamique du système
Z∗(ω) complexe et d́ependant de la fréquence. De manière ǵeńerale, on peut exprimer la rigidité dynamique
comme combinaison lińeaire de matrices constantes calculées pour les modules réels de ŕeférenceErefj






Le champ de d́eplacement de la structure est donné par la solutionX(ω) du probl̀eme suivant,̀a amortissement
non-standard :
Z∗(ω)X(ω) = F (3)
où F repŕesente les efforts extérieurs appliqúes à la structure. Pour la plupart de nos applications, on solli-
cite la structure de manière assez localisée (souvent des interfaces de couplage avec d’autres système ) et on
s’intéressèa des fonctions de réponse en fŕequence. Dans l’exemple du vilebrequin décrit en partie 3, ce seront
les centres des manetons.
La résolution directe du problème (3) pour une large plage de fr´ quences et en comptant de nombreux cas de
calcul lors des phases de conception conduit toujoursà des temps de calcul prohibitifs. Il est numériquement
toujours nettement plus efficace d’utiliser des décompositions spectrales des opérateurs ḿecaniques (en usant
les solveurs actuels), servant de point de départà la cŕeation de mod̀eles ŕeduits. Ceci d’autant plus que la
taille des mod̀eles E.F. actuels est plus guidée par le respect de la géoḿetrie des pìeces (complexe) que par
les longueurs d’ondes vibratoiresà repŕesenter. Les paragraphes qui suivent décrivent une ḿethode de calcul
propośee par Balm̀eset al. [3][4][5] qui utilise des it́erations sur ŕesidu pour enrichir les bases de projection
modales habituellement utilisées et mises en défaut par la pŕesence d’amortissement non-standard.
2.2 Itérations sur résidus et enrichissements
Pour une fŕequence donńee, on cherchèa ŕesoudre le systèmeZ∗X = F . On utilise pour cela un algorithme
d’it érations sur ŕesidus avec une matrice de préconditionnementZ0, qui correspond̀a une lińearisation de
la raideur dynamiqueZ∗ autour du point de fonctionnementélastique de ŕeférence. A ce stade, l’écart par
rapportà ce probl̀eme de ŕeférence peut venir de la variation des modules en fr´ quence, en température, en
pré-contrainte, etc. :Z∗ = Z∗(E, T, . . . , ω). Ce probl̀eme purement́elastique a une solutionX0 dont le calcul
est la premìereétape de l’algorithme :
Z0X0 = F ⇒ X0 = Z−10 F (4)
Lesétapes suivantes consistentà calculer les solutionsXn du probl̀eme pŕećedent perturb́e par les ŕesidus en
effort successifs :
Z0Xn = F + (Z0 − Z∗)Xn−1 ⇒ Xn = Z−10 F + Z
−1
0 (Z0 − Z
∗)Xn−1 (5)
Le terme ǵeńeralXn de la śerie s’́ecrit aussi :
Xn = (IN + Z + Z2 + . . . + Zn)X0 avec Z = Z−10 (Z0 − Z
∗) (6)
La suite converge (alors, vers la solutionX recherch́ee) si la matrice d’it́erationZ est contractante :
‖Xn −Xn−1‖ ≤ ‖Z‖n ‖X0‖ (7)
Le choix du pŕeconditionneurZ0 résulte d’un compromis habituel entre proximité avec la matrice initialeZ∗
et facilité d’inversion. Dans l’approche par bandes de fréquences d́ecriteà la ŕeférence [6] on a préféŕe une
grande facilit́e d’inversion et de nombreuses itérations̀a chaque fŕequence de calcul.
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Ici on va pŕeférer une bonne proximité avec le probl̀eme initial enZ∗ et (tr̀es) peu d’it́erations. On choisit le
préconditionneur suivant :




On noteωk et φk lesN pulsations et modes propres´ lastiques v́erifiantKrefφk = ω2kMφk que l’on choisit
M -orthonorḿes et dont on ne retiendra que lesp  N premiers ranǵes par ordre croissant de pulsation, de
manìereà donner une bonne approximation de la solutionY (ω) du probl̀eme typeZ0(ω)Y (ω) = G(ω) :












Il est important de noter que nous utilisons une série modale tronqúee mais acćeléŕee (voir par exemple [7]
pour un d́eveloppement précis de ces aspects), où l’on prend soin d’assurer une solution statique exacte au
probl̀eme dynamique. On a ainsi une expression approchée deX0(ω), repŕesent́ee sur une baseT0 constante
en fŕequence :
X0(ω) ' T0 α0(ω) avec T0 = [Kref
−1
F φ1 . . . φp ] (10)
A l’it ération sur ŕesidu suivante,X1(ω) est approch́e sur le sous-espace g´ ńeŕe parT1(ω) :
X1(ω) ' T1(ω) α1(ω) avec T1(ω) = [ T0 T0c(ω) ] (11)
et avec T0c(ω) = Kref
−1
[K0(ω)−K∗(ω)] T0 (12)
Le syst̀eme de vecteursT0c(ω) permettant de compléter la baseT0 est compośe des rel̀evements statiques des
efforts ŕesiduels ǵeńeŕes par les vecteurs deT0. Il varie d’une fŕequencèa une autre et sa construction effective
nécessiterait un nombre trop important de résolutions lińeaires. Il est alors plus judicieux d’utiliser un système
a priori proche mais invariant en fréquence òu ces rel̀evements sont calculés pour la pulsation au voisinage de





F [K0(ω1)−K∗(ω1)]φ1 . . . [K0(ωp)−K∗(ωp)]φp
]
(13)
On repŕesente alorsX1(ω) sur le syst̀eme de vecteurs̃T1 suivant :
X1(ω) ' T̃1 α̃1(ω) avec T̃1 = [T0 T̃0c ] (14)
En suivant la m̂eme d́emarche pour les itérations suivantes, on augmente progressivement la dimension et donc
la repŕesentativit́e du sous-espace dans lequel on cherche une approximation de la solution au problème (3). A
quelle it́eration s’arr̂eter ? La pratique montre jusqu’à pŕesent, sur de nombreux cas industriels, qu’à la premìere
itération on obtient une précision tr̀es satisfaisante. Le paragraphe suivant indique la construction des mod` les
réduitsà partir des systèmes de vecteurs ainsi calculés.
2.3 Bases de projection, mod̀eles ŕeduits etévaluation des FRF
Une fois les vecteurs dẽT1 calcuĺes, on forme une baseT de projection du sous-espace correspondant en
utilisant un algorithme de SVD [8], comprenant un critè e d’́elimination des vecteurs associés aux valeurs
singulìeres de trop petite valeur et imposant uneM -orthonormalit́e.
Cetteétape est indispensable pour garantir le bon conditionnement des matrices représentant le système ŕeduit
et pour le projeter sous la forme habituellement rencontrée (type Ritz-Galerkin) :
X(ω) ' T α(ω) T tZ∗(ω)T α(ω) = T tF (15)
La résolution du probl̀eme ŕeduit (15), de taille≤ 2(p+1)  N , peut alors se faire fréquence par fréquence
par ḿethode directe, avec un coût global quasiment limit́e au calcul initial des modes propres du problème
élastique tangent et des relèvements statiques des efforts ré iduels associés.
Par ailleurs, on ne souhaitera observer qu’une partie seulement des degr´ libert́e formant la structure phy-
sique. On s’int́eresserà O(ω) donńe par une localisationLo :
O(ω) = Lo X(ω) ' (LoT ) α(ω) (16)
Une grandeur pertinentèa observer sera le gain maximum de la matrice de transfertH entre les excitations et
les points d’observation (O = HF ), donńe par la racine du rayon spectral deH∗H (N.B. : ici H∗ désigne la
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3 Calcul des vibrations d’un vilebrequin amorti
Un cas d’application pratique de la méthode pŕećedente est la simulation des vibrations d’un vilebrequin de
moteur Diesel, dont on a utilisé les contrepoids comme batteurs amortis [9]. Un intér̂et est, notamment, de
rendre possible des itérations rapides en phase de conception avancée en simulant des essais. On prend ici le
vilebrequin libre sans rotation autour de son axe.
3.1 Description de la structure et de son mod̀ele
L’id ée est d’usiner une gorge dans les contrepoids et de les remplir d’un matériau amortissant (type visco-
élastique). Un premier dimensionnement de ce concept a´ t́e ŕealiśe à l’aide de techniques de raccordement
dynamique de structures [10] et ont donné une premìere taille pour les gorges. A partir d’un modèle E.F.
(figure 1) prenant en compte ce premier dimensionnement, on calcule la réponse de la structure complèteà un
effort unitaire appliqúe suivant la direction Z, au centre du premier maneton. Les observations sont faites au
centre des tourillons, dans toutes les directions, en vue de comparer les transferts vibratoires entre les points
d’entŕee (bielles sur les manetons) et de sortie (tourillons sur les paliers moteur) d’efforts.
FIG. 1 – Mod̀ele E.F. d’un vilebrequiǹa contrepoids amortis (vues de face et de droite).
La structure du vilebrequin est répŕesent́ee par environ 200.000́eléments t́etrah́edriques. Il est essentiellement
compośe d’acier forǵe. Le mat́eriau amortissant localisé dans les contrepoids (éléments fonćes sur la vue de
droite pŕesent́ee figure 1) prendra des valeurs de module d’Young et de facteur d’amortissement tabulées,
diff érentes suivant les cas de calcul. On chercheà calculer les vibrations de cette structure sur une large bande
de fŕequences (jusqu’à environ 10 kHz), avec un pas relativement fin, pour différentes temṕeratures.
On va s’int́eresser̀a des fonctions de réponse en fŕequence, des rayons spectraux, l’estimation,à partir de ces
derniers, d’amortissements hystéŕetiqueséquivalents pour les résonances observéesin finesur les amplitudes
des d́eplacements, l’évolution des fŕequences de résonance, etc.
3.2 Mises en oeuvre de la ḿethode modaléetendue
Plusieurs impĺementations de la ḿethode existent et ontét́e test́ees. Une première est faite dans l’environne-
ment MATLAB avec la toolbox SDT [11] et fonctionne sur une machine locale. Une seconde aét́e ŕealiśee
dans NASTRAN sous la forme d’une DMAP dé íee et fonctionne sur un serveur de calcul. Dans les deux cas
on a ŕealiśe des comparaisons avec des r´ ponses directes qui permettent de vérifier la tr̀es bonne pŕecision de
la méthode et de mesurer son efficacité nuḿerique.
3.2.1 Environnement MATLAB/SDT
La méthode aét́e utilisée sur Opteron 512 avec Linux 64, MATLAB 7.5 et SDT 6.2. Un modèle utilisant
deséléments lińeairesà environ 120.000 degrés de libert́e (d’une convergence déjà tr̀es satisfaisante ici) áet́e
utilisé. Il permet des calculs directs en mé oire vive (environ 3.6 GB utiliśes). La figure 2 montre 4 exemples
de modes propreśelastiques sur lesquels on calcule uneénergie de d́eformation dans le matériau dissipatif
(approches type MSE). On a pris des lois dérivées d’un mat́eriau connu comme le Smactane.
On observe (figure 2) que le vilebrequin est peu amorti avant 2 kHz, où peu d’́energie de d́eformation existe
dans les contrepoids. A partir de cette fr´ quence on observe, notamment, un amortissement des modes de
flexion des contrepoids. Comme cela se voit dans le tracé balayant un assez grand nombre de temp´ ratures
(figure 3) il existe cependant certains modes peu amortis dans la bande 3-5 kHz, comme le mode de torsion de
contrepoidśevoluant autour de 3900 Hz. Dans le transfert présent́e figure 4, on note les amortissements faibles
à basse fŕequence puis la zone mieux amortie des flexions maneton vers 3 kHz. L’influence de la température
est tr̀es nette pour le matériau test́e ici : quand elle augmente le matériau devient trop mou et la performance
chute assez rapidement.
La résolution fŕequentielle directe sur le modèle complet est ŕealiśee en 140 s par fréquence en moyenne. La
réduction de mod̀ele, comprenant un calcul modal et une it´ ration de correction, est réaliśee en 352 s soit
environ 2,5 calculs directs. Cette configuration est assez favorable, car on ne calcule que 50 modes. Pour
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FIG. 2 – Modes propres du vilebrequin eténergies de d́eformation localiśee dans les gorges. De gaucheà droite
et de haut en bas :à 362 Hz, 2784 Hz, 3102 Hz, 3891 Hz.
FIG. 3 – Evolution des fŕequences et des amortissementséquivalents.
FIG. 4 – Trois exemples de réponses en fréquence pour des températures diff́erentes (10, 30 et 50 ˚C).
des nombres de modes plusélev́es la performance peut chuter, mais son intér̂et reste majeur m̂eme pour des
syst̀emes̀a quelques milliers de modes, et ceci d’autant plus que l’on souhaite géńeralement ŕealiser un nombre
important de cas de calcul. Une fois la réduction ŕealiśee, les calculs ont en effet des coûts marginaux. La
réponse forćee à 2000 points de fréquence et 3 températures est calculée en 39 s, le suivi des pôles à 36
temṕeratures en 92 s. La précision de la pŕediction se d́egrade quand on s’éloigne notablement du point nominal
(moduleélastique de ŕeférence), mais les ordres de grandeurs sont très bien retrouv́es si on prend un module
de ŕeférencéelev́e. A l’inverse, une ŕeduction non enrichie (sur des bases modales standard) donne souvent des
ordres de grandeurs très faux.
3.2.2 Environnement NASTRAN/DMAP
Les solveurs disponibles sur les plates-formes d´ díeesà NASTRAN rendent possible l’utilisation d’éléments
de degŕe 2 conduisant icìa un mod̀ele à presque 900.000 degrés de libert́e. La ḿethode est implément́ee à
l’aide d’une DMAP sṕecifique. La figure 5 (gauche) montre un exemple de rayon spectral calculé po r les ob-
servations śelectionńees sur les tourillons, dans toutes les directions. L’intér̂et est de condenser l’information
de multiples FRF en une seule, qui fait ressortir l’ensemble des résonances / des modes propres qui participent
effectivementaux vibrations observ́ees.
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FIG. 5 – Un exemple de rayon spectral (gauche). Les amortissementséquivalents pour 6 cas de calcul (droite).
La figure 5 (droite) pŕesente enfin, pour une s´ rie de calculs faisant varier les caractéristiques du matériau dissi-
patif localiśe, les amortissements hystéŕetiqueśequivalents identifíes parpeak-pickingpour chaque ŕesonance.
Les calculs ŕealiśes ici permettent de quantifier l’amortissement effectivement apporté par ce système et de
guider son optimisation : on voit notamment sur l’exemple montré ici qu’à facteur d’amortissement fixé (de
l’ordre de 5 %) un module optimum existe, qui permet l’adaptation d’impédance recherchée entre la structure
vilebrequin et le batteur.
Les temps de calcul sont d’environ 100 h pour un calcul direct avec un solveur récent comme celui de ACTRAN
avec 900 fŕequences. La ḿethode modaléetenduéecrite en DMAP demande elle moins de 3 h pour 4800
fréquences, avec une base modale tangente calculée jusqu’̀a 12 kHz (soit 70 modes propres´ lastiques) : le gain
en temps CPU est très important, d’autant que des optimisations (comme l’utilisation de l’option RESTART
de NASTRAN, non activ́ee ici) sont encore possibles dans le cadre de plans d’expéri nces nuḿeriques.
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